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Nelinearne diferencne jednacine prvog reda



Edvard Lorens (1917-2008)

@ Americki matematicar i metereolog
@ Razvio je numericke modele atmosfere

@ Za racun potreban za vremensku prognozu koristio je numericke
metode na raCunaru

@ (1961.) Jednom prilikom je zaustavio racunar u svom
izraCunavanju i kada ga je ponovo pokrenuo, umesto da unese
broj na kom je racun stao, Lorenca je mrzelo da kuca 0.506127
nego je zaokruzio broj na 0.506. Dobio je rezultate koji nisu bili ni
blizu originalnim, koje je Lorenc interpretirao kao: "...raCunar se
opet pokvario ili nisam dobro ukucao broj...". Medutim, on je bio
na tragu nove nauke!

Efekat leptira:
Da li mahanje krila leptira u Srbiji
moZe da izazove uragan u Americi?




Nelinearne diferencne jednacine prvog reda

Logisticka jednacina
Diferencijalna jednacina (radena na 4. ¢asu):

dy

o =y =y), y(0) =y €(0,1)

Diferencna jednacina (Ojlerova eksplicitna metoda za reSavanje
KosSijevog zadatka):

Y1 = Yn + hbyn(1 — yn)

Smena: y, = 12x,, oznaka: r = 1+ bh

Xnt1 = MXn(1 — Xp), Xo € (0,1) ‘
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Dzejms Jork
@ "Otkrio" Lorencov rad.
@ Dao ovoj novoj nauci ime - teorija haosa.

@ Dokazao jos neke bitne stvari iz teorije haosa koje nisu predmet
ovog kursa (npr. da u svakom sistemu sa jednom dimenzijom
ako se ikada pojavi pravilni ciklus perioda 3 to znaci da Ce taj
sistem ispoljiti i regularne periode svake druge duzine, kao i
haoti¢ne cikluse).

Robert Mej (1936 - 2020)
Primetio da u logisticCkom preslikavanju xp1 = rx,(1 — xp) :

@ Ako je reproduktivna stopa r populacije niska, u nekom
eko-sistemu, model dostize stabilnost.

@ Ako se poveca r, za taj isti eko-sistem, stanje se razlama u 2
stanja (populacija je naizmenicno bila ¢as u jednoj, ¢as u drugoj
brojnosti).

@ Kada r postane jo$ vece, za taj isti eko-sistem, on se ponasa
nepredvidivo.



Analiza i diskusija (diferencijalna jednacina):

%:byﬁ —=¥), Y(0) =€ (0,1)|= y(t) =

14
12 @ Resdenja su glatka.
e — @ 2 stacionarna reSenja:
038
Lo @ x = 0 (nestabilno)
04 e x =1 (stabilno)
02
t
-3 -2 1 0 1
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Analiza i diskusija (numericka metoda):

Yni1 = Yn + hbyn(1 — ¥n)

Primer: yp = 0.3. Menjamo hb (korak metode i/ili konstantu iz
jednacine (reproduktivnu stopu)):
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Analiza i diskusija (numeri¢ka metoda) (cont.):
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Osciluje oko 2 tacke
(jedna manja od 1,
druga veéa od 1)

4 tacke nagomilavanja
(ni jedna nije 1)



Analiza i diskusija (numeri¢ka metoda) (cont.):
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Analiza i diskusija:

‘x,m = rxp,(1 — Xxn), X €(0,1) ‘

Jednagina x = rx(1 — x) ima 2 re§enja: x =0ix = =1
Za x # 0, ukoliko je sve u redu, ocekujemo da x, — —. Da li?
Primer: xo = 0.1. Menjamo r (r =1 + hb) :

=

Sluc¢aj hb =1.8 Slucaj hb =2.2
\ Logisticko preslikavanje za[r = 2.8 ; Logisticko preslikavanje za[r = 3.2 |
0.9 09
0.8 08
07 07
0.6 06
0.5 05
0.4 04
03 03
02 02
0.1 041
% 0.2 0.4 06 08 1 % 02 04 06 038

2 tacke nagomilavanja
(~0.55i~0.8)

- -1
Konvergencija ka =+ ~ 0.64



Analiza i diskusija (cont.):
Slugaj hb = 2.5:

; Logisticko preslikavanje Za ‘ Logisticko preslikavanje za|r = 3.5 (preskoceno 200 iteracija)
09 09
08 — 08
07 07
06 06
05 05
04 04
03 03
02 02
0.1 0.1
% 0.2 04 06 08 1 % 0.2 04 06 08

Radi preglednosti slike, na slici desno preskoceno crtanje prvih 200
iteracija sa slike levo.
4 taCke nagomilavanja.



Analiza i diskusija (cont.):

Slucaj hb = 2.7: Slu€aj hb = 2.83:

\ Logisticko preslikavanje za[r = 3.7 (preskoceno 200 iteracija)| . Logisticko preslikavanje za|r = 3.83 (preskoceno 200 iteracija) |
09 0.9
038 08
07 07
06 06
05 05
0.4 04
03 03
02 0.2
0.1 0.1
% 0.2 0.4 06 08 1 % 02 04 06 08

Haos
(jako (beskona&no?) puno
tacaka nagomilavanja)

3 taCke nagomilavanja

Za : kompletan haos (ceo jediniCni kvadrat na grafiku popunjen).
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Bifurkacija - udvajanje broja tacaka nagomilavanja niza.
Robert Mej: "zmija u matematickoj travi".

Bifurkacioni dijagram
horizontalna osa - vrednosti r
vertikalna osa - tacke nagomilavanja (brojnost vrste)

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

2.4

T T T T T T T T T T T
2.6 2.8 3.0 3.2 3.4




OMM - Nelinearne diferencne jednacine

Analiza bifurkacionog dijagrama
Za razlicite vrednosti r, Mej je izraCunao odgovarajuéu vrednost
populacije (konacnu, stabilnu, ravnoteznu)

@ Za jako male vrednosti r populacija izumire.

@ Povecanjem r do ~ 3, populacija postaje brojnija, raste i nivo
ravnotezne populacije.

@ Zarizmedu 3 i ~ 3.5 postoje 2 moguce brojnosti populacije
(jedne godine veéa, a sledeée godine manja, pa opet veca itd.)
Ciklus je dvogodisniji.

@ Povecanjem r, populacija ima 4 razli¢ite moguce brojnosti. Ciklus
je Cetvorogodisniji.

@ Povecéanjem r dolazi do novih "grananja": 4, 8, 16, 32,...i onda
nastaje haos. U haosu nema periodi¢nosti ni pravilnosti.

@ Daljim poveéanjem r:

@ zar =~ 3.65 "prozor" sa 7 tataka nagomilavanja, onda krenu nove
bifurkacije sa 7, 14, 28, ... i onda opet haos;

@ zar ~ 3.75 "prozor sa 5 tacaka nagomilavanja, onda krenu nove
bifurkacije sa 5, 10, 20, ... i onda opet haos;

@ za r =~ 3.83 "prozor sa 3 tacake nagomilavanja, onda krenu nove
bifurkacije sa 3, 6, 12,... i onda opet haos;



JosS neka zapazanja

@ Haoti¢na ponasanja se deSavaju kad je diferencna jednacina
nelinearna.

@ Zumiranjem nekog manjeg dela bifurkacionog dijagrama,
zumiran (maniji) deo pokazuje karakteristike onog veéeg
(fraktalna struktura).

@ Da bi numericka metoda za reSavanje logistiCke diferencijalne
jednacine bila stabilna, mora r < 3 tj. za korak h < %.

@ Smena z, = 5(1 — 2xp): Zpy1 = 72 + C (trebace kasnije)
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Nelinearne diferencne jednacine drugog reda
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Michel Henon (1931 - 2013)
Henonovo preslikavanje

Xnst =bxp_1 +1—ax2, xo=x=0

ab>0

Ekvivalentan sistem diferencnih jednacina prvog reda:

2
Xny1 = Yn+ 1 —ax;

Y1 = bxp

X():O,yo:O

o Sta su tadke nagomilavanja za Henonovo preslikavanje?

Aktraktor nekog preslikavanja - skup svih njegovih tacaka

nagomilavanja.
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a=14,b=03
Primer: skup tacaka {(xo, o) : x¢ + ¥ = 0.3}
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— 2 2 __ 2
a=14,b=03,x5+y; =03

Nakon presko&enih 200 iteracija:

Henonov atraktor
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Zumirana jedna "linija" (crtano
samo 5000 iteracija = 5000
taCcaka nagomilavanja )

Cini se da je linija na pojedinim mestima debela. Ali, ako se uveéa
ispostavi se da nije debela - nego da je sastavljena od dve zasebne
linije. Uz dodatno uveli¢anje, pokazZe se da su te dve u stvari Cetiri, i
to jedan par blizu a drugi par nesto dalje. Svaka od tih linija sastoji od
po dve... i tako sve dalje i dalje, u beskonacénost.

Ovih "slojeva" ima beskonacno kad n — oo !
(beskonacno lisnato testo)

Cudni atraktori - atraktori koji ispoljavaju fraktalnu osobinu.



a=14b=03
Primer: jedna tac¢ka (xo, ¥o) = (0,0)

Nakon preskocenih 200 iteracija:

Potpuno je svejedno od ¢ega smo krenuli!
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Henonov atraktor:
@ Cudni atraktor
@ Ako se posmatra kao skup zakrivljenih linija, zbog beskonaénog
broja slojeva, ne postoji duzina tog skupa/linija (bila bi
beskonacno).

Jakobijan preslikavanja nam kazuje koliko ¢e se preslikavanjem
povecati ili smanjiti jedan mali deo povrsine u okolini tacke u kojoj se
nalazimo kada se preslika.

@ |det(J)| = | — b| = 0.3 - svaka naredna slika je za ~  povrsine
manja od prethodne. Kad n — oo povrSina ¢e eksponencijalnom
brzinom teziti nuli.

Henonov (Cudni) atraktor je beskonacan skup, beskonacne duzine,
mere 0!
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